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Losungsblatt 2

Maschinelles Lernen und Klassifikation

Aufgabe 1: Zufallsexperiment

a)

b)

c)

Nehmen Sie eine Stoppuhr und lassen Sie eine andere Person diese starten. Versuchen Sie, ohne die
Stoppuhr zu sehen, nach Ablauf von 5 Sekunden ,,Stopp” zu sagen, woraufthin die andere Person
die Uhr stoppt und den darauf angezeigten Wert notiert. Wiederholen Sie den Versuch n mal, ohne
die bereits notierten Werte zu betrachten. Wihlen Sie einen sinnvollen Wert fiir n, um einen Naiven
Bayes-Klassifikator zu trainieren.

Nehmen Sie an, das Experiment in Teilaufgabe a) unterliegt einem Zufallsprozess, der mit einer
Gaul}’schen Normalverteilung beschrieben werden kann. Somit 1isst sich fiir jede Person, die den
beschriebenen Versuch durchfiihrt, eine spezifische Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion beschreiben.
Schitzen Sie die Parameter Threr personlichen Verteilung mit den gemessenen Ergebnissen mit der
Maximum Likelihood-Methode.

Die in Teilaufgabe b) beschriebene Verteilungsfunktion soll die Wahrscheinlichkeitsdichte fiir eine
Klasse wy beschreiben. Nehmen Sie an, eine Kommilitonin hat einen dhnlichen Versuch durch-
gefiihrt. Aus ihren Messungen ergibt sich eine Klasse wo, die ebenfalls einer Normalverteilung
unterliegt mit dem Erwartungswert 5 = 5.5 und der Varianz o3 = 1.

Fiihren Sie einen einzelnen weiteren Versuch wie beim Zufallsexperiment in Teilaufgabe a) durch
und versuchen Sie, mit einem Naiven Bayes-Klassifikator zu ermitteln, ob das Ergebnis zu Thnen
selbst oder Threr Kommilitonin passt (w; oder wo). Sie haben dabei die Handschrift analysiert, mit
der das Ergebnis notiert wurde; Sie vermuten deshalb von vornherein, dass es mit einer Wahrschein-
lichkeit von 0.3 zu w; gehort und mit einer Wahrscheinlichkeit von 0.7 zu wo.

Losung:

a)

b)

when n = 10; 10 random numbers:
5.951; 6.196; 6.409; 4.908; 4.876; 5.590; 6.102; 4.915; 4.818; 6.136;

Expected value and variance:

1
= (5.951 4+ 6.196 + 6.409 4 4.908 4 4.876 + 5.590 + 6.102

+4.915 + 4.818 + 6.136)
5.590

%
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1 1
= (5.951 — 5.590)% - — 196 — 5.590)% - — 409 — 5.590)% - —
(5.951 — 5.590) 10+(6 96 — 5.590) 10+(6 09 — 5.590) Tl
1 1 1
4.908 — 5.590)% - — + (4.876 — 5.590)% - — 590 — 5.590)% - —
(4.908 — 5.590) 10+( 876 — 5.590) 1O+(5590 5.590) T
1 1 1
102 — 5.590)% - — + (4.915 — 5.590)% - — + (4.818 — 5.590)% - —
(6.102 — 5.590) 10+( 915 — 5.590) 10” 818 — 5.590) Tl
1
6.136 — 5.590)% - —
( ) 10
0.645
o ~ 0.803

Therefore, the class 1 follows following distribution: p(z|w;) ~ N(5.590;0.645) for chosen ran-
dom numbers.

c¢) Posterior probability in Bayes theorem is defined:

P(wclz) = W

where p(z) is same for C' = {1;2}. Therefore, % is proportional to p(x|w.)P(w.). This

implies that we need to find the w, which maximizes p(z|w.)P(w.). = arg max p(z|we)P(we)

Generate another random number, for example, = 5.805. Then when C' = 1,

Plwlr) = pz|wi)P(wr)
p(z)
1 505
p(z|wi)P(wi) = o e o1 7/ P(wi)
1
_ 2 10 8036(_%(5.8005'g053.590)2) ) 03
V& - UL

0.497 - 79036 . (0.3 ~ 0.144

%
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When C' = 2,

p(zlwn) Plws)

P(wsol|lz) =
(wfe) p(z)
1 _loz—py1y2
plzlws)P(ws) = 720 P(wy)

2moy
1 1,5.805—5.5\2

_ (—1(5:803=5.5)2y

= e\"2 1 -0.7

Vamr-1
~ 0.399-e9047.0.7 2~ 0.293

Therefore from the pervious calculation we have following probabilities.

p(z|lw1)P(w1) ~ 0.144
p(z|w2)P(w2) =~ 0.293

where p(x|wz)p(w2) is higher than p(z|wi)p(wi). As P(we|z) = % is proportional to

p(x|w.)P(we), we can conclude that P(w;|x) < P(ws|x) implies arg max p(x|w.)P(w.) for C' =
C

{1,2} yields C' = 2.

Therefore, when x = 5.805, it is assigned to the class wy according to the MAP-crieteria.
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Aufgabe 2: Fehlerwahrscheinlichkeit

Fiir zwei Klassen w1 und wy mit den A-Priori-Wahrscheinlichkeiten P(w;) = 2 und P(wz) = £ sind
die folgenden Wahrscheinlichkeitsdichtefunktionen definiert:

(@+1)? 1 (z=3)°

p($|W1) == \/%76 2 und p(x‘(,L)Q) = \/T?e P}

a) Wie hoch ist die Fehlerwahrscheinlichkeit in Abhéngigkeit eines Schwellwerts 6, wenn sich eine
Entscheidungsfunktion fiir w; entscheidet wenn x < 6 und ansonsten fiir wo?

b) Online-Frage Nr. 1: Wie lautet der optimale Schwellwert 6, ?
(1 0.217
(i) 1.101
(iii) 2.524
(iv) 0.251
(v) 1.058

c) Berechnen Sie den kleinsten moglichen Klassifikationsfehler.
Hinweis: Formen Sie die Integrale aus der Funktion zur Berechnung der Fehlerwahrscheinlichkeit
aus Teilaufgabe a) so um, dass sich deren Losungen aus einer Tabelle zur Standardnormalverteilung
®(z) ablesen lassen (z.B. unter
http://de.wikipedia.org/wiki/Tabelle_Standardnormalverteilung).

d) Sie haben eine Reihe von Messungen durchgefiihrt und die Messdaten mit einem Naiven Bayes-
Klassifikator, bei dem Sie den Schwellwert auf das zuvor errechnete 0,,,; gesetzt haben, klassifiziert.
Sie stellen dabei fest, dass die tatséchliche Fehlerrate hoher liegt als die in Teilaufgabe c) errechnete
Fehlerwahrscheinlichkeit. Warum ist dies so?

Losung:
a)
00 6
Pronter(6) = / () Plwr)dz + / p(len) Pws)dz
[} —0o0

0

7 1 _(z+21>2d n 2/ 1 _<z—23>2d
e T+ - —c x

Vo ) Vo

2] —00

3
5
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b) Der optimale Schwellwert 0,,,; liegt an der Stelle an der sich die Fehlerwahrscheinlichkeitsfunk-
tionen kreuzen. Der richtige Wert kann auch {iiber eine grafische Darstellung am Schnittpunkt der

beiden Funktionen abgelesen werden.

Plw)p(z|lwr) =

3 1 _ (gopt+1)2
— e 2 =
9421
(Oopt+1)?
3¢ T =
3 —_
5 =
1.5 =
inlb =
eopt -
04—
Gaussian Distribution
— p=-10,0=10
p=3.0,0=1.0
0.3—
wl

P(w2)p(z|ws)

2 1 _ (eopt_3>2
——e 2
521

(eopz*3)2
2

2e
(0opt+1>2 7(90pt *3)2
2

e
oA0opt—4

T -

Inl.
1+”T5 ~ 1.101
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¢) The minimum error probility is when the threshold 6 is the optirnum value Therefore, we need to

calculate Pp,yor(opt). Standard normal distribution is: ®¢.; (2 f e -3t
) 0
Perror(e) = /p(w‘wl)P(wl)dﬂf‘f’ /p(xWQ)P(WQ)dx
0 —00
) 6
3/ 1 _@+)? n 2 / 1 ,(zfsﬂd
= - e T+ = e T
o) Vo ) V2o
0 —00
00 1.1
3/ 1 <x+21)2d n 2 1 _(x—23>2d
= = e T+ = e T
5J) V2rm S V2T
1.1 —00
0 1.1-3
3 1 2 2 1 22
= - — /e_Zdac—i—- / e 2dx
5 V2m S 2
1.1+1 —00
2.1
5oL / S )+ 2.1 / % d)
= —.(1—- — e i - — T
5 \ 2 9 V2T
—00
3 2
= B (1-2(2.1)) B (1—®(1.9))
1 4
~ --(1-0.98 —-(1-0.97
= (1-0.98) + £ - (1-097)
_ 3 0.02 + 2 0.03
= 0 £ 0
~ 0.022

d) e Die Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ist immer nur eine Schitzung, die der realen Verteilung
moglichst nahe kommen soll, sie aber nicht perfekt abbildet.

e Zu wenige oder verzerrte Messdaten.
Aufgabe 3: k-Nearest-Neighbors

Gegeben sei der folgende Datensatz mit zwei Klassen (Kreise und Kreuze). Klassifizieren Sie das mit
einer Raute markierte Merkmal an den Koordinaten (5, 5) mit dem k-Nearest-Neighbors Algorithmus
fiir K = 1 und k£ = 5. Benutzen Sie dabei zur Gewichtung die euklidische Distanz.
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Losung fiir k = 1: Die Raute wird als Kreis klassifiziert.

10

0 2 4 6 8 10

Losung fiir k = 5: Die Raute wird als Kreuz klassifiziert.
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Online-Frage Nr. 2: Wie wird die Raute fiir £ = 5 klassifiziert?
(i) keine Klasse
(i1) Kreis

(iii) Kreuz
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Aufgabe 4: Perzeptronen

In den Grafiken (a) bis (d) sind jeweils Datenpunkte zweier Klassen eingezeichnet.
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b)

d)

Online-Frage Nr. 3: Welche der folgenden Aussagen sind fiir die jeweils angegebene Abbildung wahr?
Bitte alle richtigen Antworten im Online-Formular ankreuzen.

(i) Abbildung a) Die beiden Klassen sind linear separierbar.

(i) Abbildung b) Die beiden Klassen lassen sich mit einem einfachen Perzeptron trennen.

(iii)) Abbildung b) Die beiden Klassen lassen sich mit einem Multi Layer Perceptron mit einer ver-
steckten Schicht, die aus zwei Neuronen besteht, trennen.

(iv) Abbildung c) Die beiden Klassen sind linear separierbar.

(v) Abbildung ¢) Nach einer Umrechnung in Polarkoordinaten (ohne Verschiebung) sind die beiden

Klassen linear separierbar.

(vi) Abbildung d) Die beiden Klassen lassen sich mit einem einfachen Perzeptron trennen.

Losung:

(i) Falsch.
(i1) Falsch.
(iii) Richtig.
(iv) Falsch.
(v) Falsch.
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(vi) Richtig.

Aufgabe 5: Neuronale Netze

Gegeben seien die folgenden Punktwolken mit zweidimensionalen Merkmalsvektoren, die der positi-
ven Klasse A und negativen Klasse B zugeordnet sind:

- () (o) = {(22): ()}

a) Berechnen Sie ein einfaches Perzeptron mit bindrer Schwellwertfunktion, das die Klassen A und B
trennt. Verwenden Sie den folgenden iterativen Algorithmus:

< bz-‘rl bz <k 1
e b; entspricht dem Schwellenwert in Iterationsschritt <.

S wit \ . . . . o
o W; = (wﬂ) ist der Gewichtsvektor im Iterationsschritt <.
12

o E; = {&1,&9,...} C{a,as, bi,by} ist die Menge aller fehlerhaft klassifizierten Merkmals-
vektoren in Iteration ¢.

e )z ist das Fehlersignal: )z = —1 falls € € a und dz = 1 falls € € b.

1 - .
1 und by = 0 und skizzieren Sie
die Trenngerade nach jeder Iteration 7. Der Algorithmus terminiert in Iteration n, sobald alle
Punkte richtig klassifiziert werden, d.h. E,, = ().

e Beginnen Sie die Iteration mit den Werten wy =

b) Onlinefrage Nr. 4: Welchen Wert erhilt man fiir {w,1, wp2, b, } wenn der Algorithmus terminiert?

1) 3.2,-04,-1
ii) -0.5,-0.9, 1
iii) -0.9,-1.9,2
iv) -1.0,-2.0,2
v) 0.5,2.8,0

Losung:

a) Die lineare Diskriminierungsfunktion eines einfachen Perzeptrons mit zwei Neuronen hat allgemein
die Form: g(x) = wiz1 + wexs + b.

Die Klassenzuordnung erfolgt iiber den Wert von g(z): Falls g(x) > 0 = Klasse A und falls
g(z) < 0 = Klasse B. Die Trenngerade zwischen den beiden Klassen verlduft entsprechend bei

g(x) =0.

Zur Zeichnung in ein Achsenkreuz mit den beiden Achsen x; und xo wird die Trenngerade bei
g(x) = 0 nach x5 aufgelost:
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wixr1 + worg +b=0

Wl = —wW1x1 — b
w1 1
Tg=——x1 ——b
w2 w2

Als Trenngerade fiir die initialen Werte ergibt sich aus go(z) = x1 — x2 demnach die Geradenglei-
chung x9 = z; fiir ein zweidimensionales Achsenkreuz.

Der Algorithmus durchléduft die folgenden Iterationsschritte:

. 1
1. wy (_1>;b()=0:> go(.%')le—afz

90(@) = —1.2 = B (Fehlklassifikation)
90(@) = —0.6 == B (Fehlklassifikation)
g()(l_)}) =-13 = B
go(bz) =-19 = B

Damit sind zwei Punkte aus Klasse A falsch klassifiziert, £y = {a@1, da}.

Daraus ergibt sich nach dem ersten Iterationsschritt:

(wl) = | =1| = (-Da, - (-1)a,
b1
0
1 —0.4 —0.8 —0.2
=|-1]-(-1f 08 |-(-1)[-02]|=[-04
0 1 1 2

= g1 (1‘) = —0.221 — 0429 + 2
Geradengleichung fiir die Zeichnung: o = —0.5x1 + 5

2. gi(d@) =176 = A
g1(@) =224 = A
g1(b) = 1.3 = A (Fehlklassifikation)
g1(bs) = 1.48 == A (FehlKlassifikation)

Damit sind zwei Punkte aus Klasse B falsch klassifiziert: £y = {51, 52}

. —0.2 —0.2 0.4 —0.4 —0.1
<7“£2> = =04 | —@b —Wby=|-04| - |16 -@)[ 15 | =|-35
2 2 2 1 1 0

Geradengleichung fiir die Zeichnung: 2o = =&
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3 92(61) =-276 — A
gg(&é) =07 = A
g2(b) = —5.63 = B
g2(by) = —5.21 = B

Geradengleichung fiir die Zeichnung: 2 =

4, 93(61) =-09 — A
gg(@g) =194 = A
93(91) =—-447 — B
gg( 2) =—-28 = B

-0.9

Geradengleichung fiir die Zeichnung: x2 =

5. g4(61) =084 —= A
g4(62) =31 = A
ga(b)) = —1.31 = B
ga(by) = —049 = B

—bx1+10
27

—9214+20

19

Alle Trainingsdatenpunkte werden damit korrekt klassifiziert: F5 = () = der Algorithmus

terminiert mit den Werten (wy, by) = (—0.9, —1.9,2.0).
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